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ABSTRACT 
Let F be a field of characteristic not 2. The aim of this paper is to investigate the hyperbolicity of an 
anisotropic orthogonal involution over the function field of a projective quadric. More precisely, we 
treat the case of a division algebra of degree less or equal to 8. Some results in the split case are in- 
cluded. 
1. INTRODUCTION 
Soit F un corps commutatif de caracteristique # 2. Une involution sur une F- 
algebre simple centrale A est un anti-automorphisme d’ordre 2 de A. Une in- 
volution sur A est dite de premier espdce si sa restriction a F est I’indentite, si- 
non elle est dite de deuxit?me esptce. 
On suppose que A est une F-algebre simple centrale de dimension finie n2. 
Soient g une involution sur A et Ai = {CIZ E A 1 a(a) = EU} avec 6 = fl. On a 
A = A,+ @ A;. Lorsque CJ est de premier espece, alors dimF A,f = (n(n + 6)/2) 
avec 6 = fl [9]. Dans ce cas, on dit que CT est de type orthogonal si 
dimF A,+ = (n(n + 1)/2), sinon on dit que D est de type symplectique. 
Dans le cas d’une involution CJ de deuxidme espece, on a dim[A,f = 
dim1 A; = n2 ou Z est le sous-corps de F dont la restriction de CT est l’identite. 
Soient W un A-module d gauche irrtductible et D = EndA ( W). Par le lemme 
de Schur la F-algebre D est A division, de plus W a une structure d’espace vec- 
toriel a droite sur D de sorte que 
(*) A 21 EndD( W). 
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Une involution cr sur A est dite hyperbolique (resp. is&rope) s’il existe une re- 
presentation de A comme dans (*) telle que cr soit adjointe a une forme hermi- 
tienne hyperbolique sur le D-espace vectoriel N (resp. a une forme hermitienne 
isotiope). D’apres [23, o est hyperbolique (resp. isotrope) si et seulement si il 
existe un Clkment idempotent e E A tel que g(e) = 1 - e (resp. il existe ,f E A - 
(0) tel que ~+)_f = 0). U ne involution qui n’est pas isotrope est dite unisotrope. 
On remarque qu’une involution sur une F-algebre centrale a division est 
toujours anisotrope. 
Pour ‘p une F-forme quadratique de dimension finie et d’espace sowjacent 
V, on designe par o‘$ l’involution sur EndF( V) adjointe a cp, qui est de type or- 
thogonal et difinie par la propritte: 
&(.G’(Y)) = B~(~~~~)(x),Y) pour X,Y E V et f E EndA V 
oti BP est la forme bilineaire associee a cp: 
&(x,Y) =T i I&x + .Y> - cp(4 - CP(Y)] pour X,Y E v. 
Reciproquement, si A est une F-algebre d&ploy&, c’est-B-dire A = EndF( V) 
pour un certain F-espace vectoriel V de dimension finie, et 0 une involution de 
type orthogonal sur A alors LT = e9 pour une certaine F-forme quadratique ‘p 
sur V. Dans ce cas, (T~ est hyperbolique (resp. isotrope) si et seulement si cp est 
hyperbolique (resp. isotrope). 
Soient g une involution sur une F-algebre simple centrale A et K une exten- 
sion de f Ie sous-corps de F dont la restriction de o est l’identite. Alors, G se 
prolonge en une involution cry sur A @f K, dtfinie par: (TK(U ~3 k) = C(LZ) @ k 
pour (a, k) E A x K. L’involution CTK est de meme espkce que 0. 
On rappelle que pour une F-forme quadratique ‘p de dimension finie et 
d’espace sous-jacent V, il existe une unique involution ao, appelee involution 
standard, sur I’algebre de Clifford C(v) de cp telle que la restriction de ~0 a V 
soit l’identitt. La restriction de (~0 a l’algebre de Clifford paire CO(~) est aussi 
notie (rg. 
Dans ce papier on s’interesse a l’hyperbolicite des involutions anisotropes de 
type orthogonal apt& extension des scalaires au corps des fon~tions dune 
quadrique. Pour cela, on commence par rappeller des resultats preliminaires 
qui vont nous orienter sur cette question. 
Thhorkme 1.1. Soit A une F-algt?bre centrale ti djv~~~on munie dime invoiui~on o 
de premier espke. Soit ‘p une F-forme quadr~t~que anisotrope de dimension 2 2. 
Si (A @31: F(y), aFcPJ) est hyperbolique, alors A @F F(p) n’est pas d division, et 
done A contient une image homomorphe de Co(y)). 
Preuve. On a F(p) = L(&) avec L = F ou L/F est trans~endante pure suivant 
que dim p = 2 ou dim p > 3. L’algibre A 8~ L est d division et done by est an- 
isotrope. kuisque A @F F(q) 2~ (A @F L) @IL L(d), on obtient Par [20, ProPo- 
sition 2.111 qu’il existe e E A @F L tel que g(e) = -e et ez = d. La condition 
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e2 = d est suffisante pour conclure que ,4 @F F(cp) nest pas a division. La 
deuxieme affirmation n’est autre que le theoreme de reduction d’indice de 
Merkur’ev [14], 1191. 0 
Proposition 1.2. Soit ‘p une F-forme quadratique de dimension 2 2. Si ‘p est iso- 
trope, alors l’algebre (CO(P), (~0) est hyperbolique avec a0 est l’involution standard 
de CO(P). 
Preuve. Voir [9, Proposition 8.51. •! 
Le corollaire suivant est une consequence immediate. 
Corollaire 1.3. Soit A une F-algebre simple centrale de dimension jnie, munie 
d’une involution u de premier espece. Soit cp une F-forme quadratique de dimen- 
sion 2 2. On suppose qu’il existe un homomorphisme d’algebre h involution de 
(Co(cp),u~) vers (A,a) avec a0 est l’involution standard de Co(cp). Alors, 
(A @F F(p), a~c~p,) est hyperbolique oti F(p) est le corps des fonctions de la 
quadrique d&inie par Gquation cp = 0. 
Le theoreme 1.1, la proposition 1.2 et le corollaire 1.3 nous orientent vers une 
question a laquelle est consacre ce travail. 
Question 1.4. Soient A une F-algebre simple centrale de dimensionjinie, munie 
dune involution u anisotrope de premier esptce. Soit cp une F-forme quadratique 
de dimension > 2. On suppose que (A @F F(p), oFcV)) est hyperbolique. Sous 
quelles conditions ur A et o, a-t-on Iexistence dun homomorphisme dalgebre a 
involution de (CO(P), aa) vdrs (A, o) oti oo est l’involution standardde Co(cp)? 
La question 1.4 a toujours une reponse positive lorsque cp est de dimension 2 et 
ce sans hypothese supplementaire sur A et g. 
Proposition 1.5. Soit A une F-algdbre simple centrale de dimension$nie, munie 
dune involution o anisotrope de premier espdce. Soit ‘p une F-forme quadratique 
anisotrope de dimension 2. Alors, (A @F F(q), OF(~)) est hyperbolique si et seule- 
ment si il existe un homomorphisme dalgebre a involution de (Co(cp),o~) vers 
(A, o). 
Preuve. On a F(p) = F(a) avec d = d+cp. D’apres [20, Proposition 2.1 l] il 
existe e E A tel que a(e) = -e et e2 = d. En decrivant CO(P) par generateurs et 
relations on deduit qu’on a bien la conclusion desiree. Cl 
Voici d’autres cas ou la question 1.4 admet une reponse positive pour une in- 
volution de type orthogonal. 
ThCorkme 1.6. Soit A une F-algebre simple centrale de dimension jinie, munie 
dune involution IT anisotrope de type orthogonal. Soit cp une F-forme quadratique 
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anisotrope de dimension >_ 2. On suppose qu’on a I’une des deux conditions sui- 
vantes: 
(1) A est une F-algtbre a division de degre 2 ou 4. 
(2) A est deployee et ‘p est de dimension 5 4 ou une voisine de dimension 5. 
Alors, (A 8.F F(v), a~(+,)) est hyperbolique si et seulement si il existe un homo- 
morphisme d’algebre a involution de (Co(v), oo) vers (A, u) ou a0 est l’involution 
standard de Co(cp). 
On remarque que l’assertion (2) du theoreme 1.6 nest autre qu’une reformula- 
tion au sens des involutions du noyau Ker( W(F) --+ W(F((p))) pour cp de di- 
mension 5 4 ou une voisine de dimension 5. 
Toujours dans le cas deployt avec une involution anisotrope de type ortho- 
gonal, la question 1.4 n’admet pas toujours une reponse positive. En voici un 
exemple. 
Proposition 1.7. Soit T E PJ(F) anisotrope d’espace sous-jacent V, et soit cp une 
voisine de T de dimension 11. Alors, (EndF( V), a,) est hyperbolique sur F(p) mais 
il n’existe pas d’homomorphisme dhlgebre a involution de (Co(cp),uo) vers 
(En&(V), o,). 
Preuve. La forme 7r est isotrope sur F(p) et done (EndF( V), a,) devient hy- 
perbolique apres extension des scalaires a F(p) (proposition 1.2). Puisque 
dimcp est impaire, alors CO(P) est une F-algebre simple centrale. Puisque 
dimF EndF( V) = 2* < dimF CO(P) = 2”, il n’existe pas d’homomorphisme de 
F-algebre de CO(P) vers EndF( V). 0 
Done il est interessant de considerer la question 1.4 dans le cas d’une F-algebre 
simple centrale non deployee. Plus exactement, on considire le cas dune F-al- 
gebre centrale a division munie d’une involution de type orthogonal. On rap- 
pelle que dans ce cas, l’algebre a division est d’indice de Schur une puissance de 
2 [9, Corollary 2.81. 
Dans le theoreme 1.6 on a montre que la question 1.4 admet une rtponse 
positive dans le cas d’une F-algebre centrale a division de degre 2 ou 4 munie 
dune involution de type orthogonal. 
Maintenant on va s’interesser a I’hyperbolicite d’une F-algebre centrale a 
division de degri 8 munie d’une involution de type orthogonal. Dans ce cas, on 
ne sait pas si la question 1.4 admet une reponse positive, neanmoins on va car- 
acttriser les formes quadratiques cp pour lesquelles une telle algebre devient 
hyperbolique apres extension des scalaires a F(p). 
Pour simplifier l’enonct des resultats on introduit la definition suivante: 
DCfinition 1.8. Soit A une F-algebre centrale a division de degre 8, munie d’une 
involoution ode typeorthogonal. On dit que (A, u) est completement decomposeesi 
A N Ql @.F Qz @F Q3 avec Ql, Q2, Q3 des F-algebres de quaternions stablespar o. 
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La proposition suivante donne certaines precisions sur la structure des F-al- 
gebres centrales a division de degre 8 complttement decomposees. 
Proposition 1.9. Soit A une F-algebre centrale a division de degre 8, munie d ‘une 
involution ct de type orthogonal. On suppose que (A, a) est ~ompl~tement decom- 
poke. Alors, il existe cp une F-forme quadratique de dimension 7 telle que (A, a) IZ: 
(Co(cp), a~) ou ~0 est l’involution standardde Co(cp). 
Notation 1.10. Pour (A, a) et ‘p comme dans la proposition 1.9, on note LEA = 
L? -t. (-d+cp). 
D&Inition 1.11. (1) Uneforme quadratique 11, est dite une sous-forme de y7 et on 
note $J < cp s’il existe une forme quadratique [ telle que cp % $ J_ [ oti % et i de- 
signent respectivement l’isometrie et la somme orthogonale des formes qua- 
dratiques. 
(2,) On dit que $I est sem~lable a une sous-forme de cp et on note T/J < ‘psi a$ < cp 
pour un certain a E F’. 
Dans le cas d’une F-algebre centrale a division de degre 8 qui est compietement 
decomposie, I’hyperbolicitt est caracterisee comme suit: 
ThCorkme 1.12. Soit A une F-algebre centrale a division de degre 8, munie d’une 
involution o de type orthogonal. On suppose que (A, u) est completement decom- 
poke et soit PA la forme quadratique associee a (A, a) au sens de 1.10. Soit $ une 
F-forme quadratique anisotrope de dimension > 3. 
(1) On suppose dim $J > 5. Alors, on a equivalence ntre: 
(i) (A @F F($), ok) est hyperbolique, 
{ii,) I1 existe $1 E 12F de dimension 8 telle que 11 -i $1 et ‘pA I $1 E 14F. En 
particulier, dim + 5 8. De plus, $ ne peut etre ni une forme dMbert ni une forme 
voisine. 
(2) Si dim $I = 3 au dim $I = 4 avec d&+4 # 1, alors on a equivalence ntre: 
(i) (A @F F($), oF($)) est hyperbolique, 
(ii) I1 existe $2 E 12F de dimension 8 et T E GP3(F) telles que + -: $4, $ -: T et 
‘PA _k $9 1 IT E 14F. 
(3) Si II, E GP;!(F) et c une sous-forme de $J de dimension 3, aiors 
(A @r F($), or($)) est hyperbolique si et seulement si (A @r F(t), a~~)) lest 
aussi. 
Dans le cas d’une F-algebre centrale a division de.degrt 8 qui n’est pas com- 
pletement decomposte, on a la riponse partielle suivante. 
Proposition 1.13. Soit A une F-algebre centrale a division de degre 8, munie dune 
invoiution CJ de type orthogonal. On suppose que (A, a) n&t pas ~ompl~tement 
decomposke. Soit TJ!J une F-forme quadratique anisotrope de dimension > 3. Si 
(A @ F(T,!J), a~(~)) est hyperbolique, alors dim+ = 3 ou +!J f GPz(F). 
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On finit cette section par une conjecture. 
Conjecture 1.14. Avec les mimes notations et hypothkses yue dans la question 1.4 
et si A est CE division et c~ est de type orthogonal, alors il existe un homomorphisme 
d’afgkbre CE involution de (CO(P), a~) vers (A, c~). 
Remerciements: Je remercie chaleureusement Jean-Pierre Tignol pour les dis- 
cussions que j’ai cues avec lui et d’avoir attire mon attention sur cette question 
durant mon sejour post-doctorale a Louvain. 
2. RAPPELS DE DkFINITIONS ET RhJLTATS 
Toutes les notions de base sur les formes quadratiques et les involutions peu- 
vent itre consult&es dans les livres f9] et 1181. Voici quelques rappels et defini- 
tions. 
Sauf mention expresse du contraire, toutes les formes quadratiques ont non 
degtnerees. 
l Pour une extension K/F, on note W(K/F) le noyau de l’homomor- 
phisme W(F)--+ W(K) induit par l’inclusion F c K. 
l Pour une F-forme quadratique cp d’espace sous-jacent V, on note 
I&((p) = {o E F’ j 3v E V et p(v) = cy}. 
l Pour n > 1, on note I”F = (IF)” oti IF est l’ideal fondamental de W(F) 
forme des formes quadratiques de dimension paire. 
0 Pour aI, . ,a,, E F*, on note ((al,. . . ,a,)) la n-forme de Pfister (1, -al) 
@...@(l,-a,). 
l On designe par P,(F) l’ensemble des n-formes de Pfister et GE’,>(F) = 
(WT ) a E P, TT E PJF)}. 
l Une n-forme de Pfister est isotrope si et seulement si elle est hyperbo- 
lique. 
l Une forme d’Albert est une forme quadratique de dimension 6 et de dis- 
criminant B signe 1. 
l Une forme quadratique cp est dite voisine s’il existe une n-forme de Pfister 
z?, une forme quadratique $ et a E F* tels que a7r s 9 _L $ et 2 dim y > dim ?r. 
Dans ce cas, les formes ?r et $I sont uniques a isometric p&s. 
l Pour une F-forme quadratique ‘p de dimension 2 3 ou anisotrope de di- 
mension 2, on designe par F(p) le corps des fonctions de la quadrique affine 
d’equation cp = 0. Lorsque cp est de dimension 1 ou isotrope de dimension 2, on 
pose F(v) = F. 
l Lorsque dimcp 2 3, I’extension F((p)/F est transcendante pure si et seu- 
lement si 53 est isotrope. 
l Pour a7 h E F”, on designe par (a, b), I’algebre de quaternions sur F en- 
gendree par deux elements i et j tels que: ij = -ji, i2 = a et j’ = b. 
w Pour une F-algebre A simple centrale de dimension finie, on designe par 
ind(A) l’indice de Schur de A; SB(A) la variete de Severi-Brauer de A et F(A) le 
corps des fonctions de SB(A). 
342 
l Soit (A, a) une F-algebre simple centrale de dimension finie avec 0 une 
involution de type orthogonal. On note C(A, g) I’algebre de Clifford de (A, g) 
[9, De~nition 8.7]. Si de plus A est de degre pair 2m, on a: 
(i) Le centre 2 de C(A, a) est une F-algdbre Ctale quadratique. Si 2 est un 
corps (resp. 2 = F x F), alors C(A, g) est une Z-algebre simple centrale de de- 
gre 2”-’ (resp. C(A, o) est un produit direct de deux F-algebres simples cen- 
trales de degre 2”‘-I) [9, Theorem 8.101. 
(ii) Le discriminant disco de CT est dtfini par disca = (-l)“NrdA(a) . F*2 E 
F*/F*2 avec a E A inversible de la forme a = b - a(b) et NrdA (a) est la norme 
rtduite de a [9, Definition 7.21. 
l L’invariant de Clifford de la forme quadratique cp est note c(p). 
l Pour n 2 0, H”F est le n-i&me groupe de cohomologie galoisienne de F 
g coefficients dans Z/2, et 2” est le n-i&me invariant d’Arason, dtfini par 
?(((Q,... ,G?>)> = (al). . . (4 013 . est le cup-produit et (ai) est la classe de ai 
dans H’F [l]_ Pour rz < 3, 0” se prolonge en un isomorphisme e” : 
IHF‘/f n+‘F --+ H”F (131, [l-5], [17] (en fait ce resultat est vrai pour tout n 
d’aprb Orlov-V~shik-Voevodsky 1161, mais ici on aura besoin uniquement des 
isomorphismes e’ avec i I 3). 
3. DkMONSTRATION DU THiORkME 1.6 
On garde les memes notations et hypotheses que dans le thioreme. On note 
d = d+cp, n = dim cp, 1 le degrt de A et K = F(A). 
On commence par rappeller un risultat important. 
ThBor&me 3.1. (Kurpenko 171) Soit A une F-algdbre centrule h division munie 
d’une involution ode type orthogonal. Soit K le corps desfonctions de la variete de 
Severi-Bruuer de A. Alors, (A @r K, a;~) est anisotrope. 
D’apres le corollaire 1.3, il reste a montrer la necessite de la condition don&e 
dans le theoreme. Le cas dim cp = 2 est trait6 dans la proposition 1.5. 
Pour le reste de la d~monstrution, on suppose dim p > 3 
3.1. Cas o$ A est A division de degre 2 ou 4 
D’apres le theoreme 3.1 cry est anisotrope et done adjointe i une K-forme 
quadratique anisotrope q de dimension 1. Puisque (A @F K(p), o,=+)) est hy- 
perbolique, alors qKcp) est hyperbolique et par le theoreme de la sous-forme de 
Cassels-Pfister on a PK + q. En particulier, dim ‘p 5 1. 
3.1.1. On suppose que A est de degre 2 
Dans ce cas dim cp = 2, ce qui est exclu par ce qui precede. 
3.1.2. On suppose que A est de degrh 4 
On a dimcp I 4. Puisque q E ~~(K(~)/K), on obtient q E GPzK. Par con- 
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stquent, discoK = 1 E K*/KeZ. Mais, K est iquivalent B un corps de type 
~(~)(~) avec y une forme d’Albert et 7 E ~~(~(~)} [11, Lemme 51. Ainsi, 
disccr = 1 E F”,fFe2. On dkduit par [lo] que (A, 0) N (QI, al) @ (Q-2, ~2) avec 
Ql , Q2 des algkbres de quaternions et 01, cr2 les involutions standard. On va finir 
la dtmonstration par deux mtthodes diffkrentes dont la premi&re est Clb- 
mentaire. 
1) Premi&e mtthode: Soit B = { 1, i,j, k = ij} (resp, B’ = { 1, u, w, w = uv) une 
P-base de Q, (resp. une F-base de Q2) telle que ij = -ji, i2 = a, j2 = b, 
q(i) = -i et 01(j) = -j oh a, b E F* (resp. uw = --vu, u2 = c 3 v2 = d, 
Q(U) = -uet g2(v) = -vori c,d E F*). 
l Si dimcp = 4. Alors PK E G&K et done ‘p E GP2F. Modulo un scalaire, 
on peut supposer que ‘p = (1, -(Y, -P,a,@. On a F(p) = F(X, Y,Z) 
(daX2+PY2-&Z2).0nposeL= F(X, Y,Z)etm=aX2+PY2-&IZ2. 
D’aprks [20, Proposition 2.1 l] il existe e E A @F L tel que: 0L(e) = -e et e2 = m. 
Puisque e est antisym~trique pour OL, on obtient: 
e=x(i~l)+y(.~~l)+z(k~l)+~(l~~}+~(l~v)+t(l~~) 
pour certains x, y, z, r, s, t E L. Puisque e # 0, alors l’un des scalaires x, y, z, r, s, f 
est non nul, et par la relation e2 = m on a nitcessairement: 
(x=y=z=O ou r==s=t=O) 
et 
(ax2 + by2 - abz2) + (cr2 -t ds2 - cdt2) = m. 
Supposons, par exemple, r = s = t = 0. Alors, on a: 
ax2 + by2 - abz2 = m. 
Ainsi, la forme quadratique (u, b, -ab), reprbsente m. Par [18, Chapter 4, The- 
orem 3.71, on dbduit que 47 % ((a, b)). Ainsi, il existe un homomorphisme d’al- 
glbre i involution de (Co(p), ~0) vers (Ql, cq) oti CTO est l’involution standard de 
Co(q), et done il existe un tel homomorphisme de (Co(cp), a~) vers (A, g). 
l Si dim cp = 3. Ce cas se ram&ne au cas de dimension 4. En effet, puisque cp 
est voisine d’une 2-forme de Pfister T, l’extension F(T)((P)/F(T) est transcen- 
dante pure. Par consCquent, (A @F P(T), OFF) est hyperbolique. De plus, il ex- 
iste un homomorphisme d’algkbre i involution de (Co (‘p), 00) vers (Co (7-), a~). 
2) Deuxitme mtthode’: D’aprt% [9, Page 931, on a C(Q1 @F Q2, (rl @ a~) 2 
Ql x Q2. Par [9, Proposition 8.311 l’une des algkbres QI @F F(q) et Q2 8~ F(cp) 
est dCploy&e, par exemple, Ql @F F(p). Puisque A est i division, alors QI l’est 
aussi et par constquent cp est semblable $ une sous-forme de ((a, b)). Ainsi, il 
existe un homomorphisme d’algbbre & involution de (Co(cp), ~0) vers (Ql, CF~), et 
done on a un tel homomorphisme de (Co(cp), ~00) vers (A, G). 
‘Cette deuxikme mkthode a CtC trouvCe de manitre indtpendante par I. Dejaiffe [5]. 
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3.2. Cas oti A est deployie 
On pose A = End& Y) pour un certain F-espace vectoriel V. Dans ce cas (T est 
adjointe $ une F-forme quadratique $. On utilise essentiellement la proposition 
suivante. 
Proposition 3.2. Soit cp = (1, -a, -b, d) une F-forme quadratique anisotrope. 
Alors, on a: 
(iI %F> n WF((p)/F) = {((a,b,4j I a E ~~((l,-~bd))}. 
(ii) Une F-forme quadratigue anisotrope $ est hy~erbolique sur F(cp) si et 
seulement si $ g ~1 _L . . . _L r.y pour un certain entier s et certaines formes 7Ti E 
GMFf n VUF(cp)lF). 
Preuve. Lorsque d = ab la proposition est une consequence du theoreme de la 
sow-forme de Cassels-Pfister. Lorsque d # ab la proposition a ttt demontree 
par Fitzgerald [4]. Cl 
On rappelle un lemme sans demonstration. 
Lemme 3.3. Soit ‘p une F-forme quadratique de dimension  et d&pace sous-ja- 
cent V. Soit B = {ei,.+. , e,,) une base de V orthogonale relativement a cp. On pose 
q(ei) =UipOUr i= I,... , FZ Alors, un endomorphisme f E EndF( V) de matrice 
f = ti,j)l<i,j<,,dansB, est symetrique (resp. anti-symdtrique) relativement a ov 
si et seulement si pour tout i, j E { 1,. . . ,n} on a J;>j = Ui'Cljfi,i (resp. f;:,j = 
-U;'Ujh>i). 
3.2.1. Cas 02 dim cp = 3: 
Puisque cp est voisine dune 2-forme de Pf%ter T, alors I’extension F~~~(~~/F(~) 
est transcendante pure. Ainsi, (EndFf V), CT+) est hyperbolique sur F(T). On est 
done rament au cas de dimension 4. 
3.2.2. Cas ou dim cp = 4: 
Modulo un scalaire, on pose ‘p = (1, -a, -b, d). On considere les deux matrices: 
avec 
Clairement on les relations: 
Ef =a, E; = b, El E2 = -EZE, _ 
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Puisque G’F(u) est hyperbolique, on obtient par la proposition 3.2 que 4 2 
~1 I . I T,~ tel que pour i E { 1, . . , s} on a 7~; 2 pj((,, h, o;)) avec cv; E 
DF((~, -&I)) et /?; E F*. 
Puisque o, E DF( (1, -abd)), on obtient abd E DF( (1, -ai)). 
Pour i E {l;.. , s} on prend xi, y, E F tels que ubd = x,? - cu;y,?. La matrice 
verifie les relations: 
E(cu;) 2 = ubd, E,E(cq) = E(“;)Ei 
pour j = 1,2. 
Pour i E { 1, . . , s}, soit Vj un espace sous-jacent a x; et Bj = {u{ 1 , ub} une 
base de Vi, orthogonale relativement a T; telle que: 
{ 
7+;, = Pi, TT;(u~) = -UP;, TV = -b/3;, T;(u~) = ub/T;, 
Tj(U[) = -O!j/!3l, TTj(Ui) = UQjPj, T;(u;) = bcv;/!?;, TT;(u~) = -ubcu;/3;. 
On considere V = Vt @ . . $ v, comme espace sous-jacent a $ de sorte que 
$(Vl f.. . + Vs) = 5 riT,Cvi) 
i=l 
pour U; E Vi. 
Soient B = { ~1, . , ud, . . . , u[% . . . , u[} et f; ,fz,.f; E EndF( V) dont les ma- 
trices relatives a B sont respectivement: 
E, 
F; = ‘., 
i 1 -4 
pouri= I,2 et Fj = (*“I) ‘., E(.l) 
Des relations entre les matrices Et, E2 et E(cY;), on a les relations suivantes: 
(1) 
.f,’ = a7 fi’=b, ji2 = ubd, 
fl.h = -Ml, .i;fi =m, f2,fi =.fif2. 
De plus on a: 
(Pour verifier les relations (2), il suffit d’utiliser le lemme 3.3 dans le cas s = 1.) 
Soient {ct , ~2, ~3, Q} une base de l’espace sous-jacent a (p, orthogonale re- 
lativement a cp telle que cp(ct) = 1, (P(Q) = -a, ‘p(c3) = -bet (p(c4) = d. 
L’alglbre Co(p) est engendree comme une F-algebre par les elements sui- 
vants: 
et = ctc2, e2 = c1c3, e3 = cIc2c3c4. 
Ces elements verifient les relations: 
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ef = a, e: = 6, ez = abd, 
(3) ele2 = -e2el, eIe3 = e3e1, e2e3 = e3e2, . 
00(el) = -el , g0(e2) = -62, 00(e3) = e3. 
Ainsi, on combine les relations (l), (2) et (3) pour deduire qu’on un homo- 
morphisme d’algebre a involution donnt par: 
3.2.3. Cus ozi ‘p est voisine de dimension 5. 
D’apres [S] et modulo un scalaire on peut supposer que cp = ((Q, b)) I (d). On 
considere les matrices de Ms (F): 
avec 
Les matrices Ri verifient les relations: 
(4) 
i 
Rf = a, Rj = h, R: = -ab, Ri = -d, 
Pour tout i #j, on a Rifli = -RjRi. . 
Puisque $Fc9p) est hyperbolique, on a Q E 7~1 I . . . I rrr avec Ti = ai((a, b, -d)) 
et ai E F*. 
PourtoutiE {l;.., r}, soit Wj un espace sowjacent a 7ri et Cj = {ei,. . , eQ} 
une base de u/i, orthogonale relativement a Ti telle que: 
i 
rj(e() = ~j, nj(ei) = -aa;, nj(e;) = -bCYi, Tj(e:) = ahi, 
xi(ei) = dcq, Ti(ei) = -ada;, ri(ej) = -bdai, pi = abdai. 
On considere W = Wl fB_. . @ W, comme espace sous-jacent a 4~ de sorte que 
pour Wi E Wt. 
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Soient C = {et,. . . , ei, . . . , e[, . . , e[} et gi E EndF( IV) dont la matrice re- 
lative a C est 
pour i E { 1,2,3,4}. 
Par Ies relations (4) on a: 
(5) 
1 
g; = a, gi = b, g: = -ab g; = -d. 
Pour tOUt i # j, on a gigj = 'gjgj. . 
De plus pour tout i E { 1,2,3,4}, on a: 
(6) a+(gi) = -gi. 
(Pour verifier Ies relations (6), il suffit d’utiliser Ie Iemme 3.3 dans le cas r = I.) 
Soient (cl, ~2, ~3, ~4, ~5) une base de l’espace sous-jacent a cp, orthogonale 
relativement a ‘p telle que: cp(ci) = 1, (P(Q) = -a, p(q) = -b, 4~4) = ab et 
cp(cs) = d. 
Dans Co(~), on considere les elements uivants: 
ei = cic~, e2 = cif’3, e3 = cic4, e4 = ~1~5. 
Ces elements engendrent CO(P) comme une F-algebre et satisfont aux relations: 
(7) 
( 
ef = u ei = b ef = -ab, ei = -d. 
Pour tout i E {l’, 2,3,4}, on a co(ei) = -e, . 
Pour tOUt i # j, on a eiej = -ejei. 
Ainsi, on combine les relations (5), (6) et (7) pour deduire qu’on un homo- 
morphisme d’algebre a involution don& par: 
(CO(V), 00) ---f (A, Q) 
e, t+ g;. 
4. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.9 
D’apres 19, Proposition 42.91 il existe [ une forme quadratique de dimension 6 et 
d’espace sous-jacent V telle que (A, g) p (C(t), 7) et la restriction de T a V sol’ 
-Id. Posons c = (al,. . , ~6) et soit 13 = {ei, 1. . , ee} une base de V orthogonale 
relativement a < telle que t(ei) = ai pour i E { 1, . . ,6}. Soit ‘p = [ I (- 1). 
Considerons F’ G? Fee comme un espace sous-jacent a p de sorte que 
cp( v + aeo) = t(v) - o2 pour v E Y et a E F. On montre facilement qu’on a un 
homomorphisme d’algebre a involution don& par: 
(CO(V), go) + (C(C)> T) 
eoej H e;. 
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Puisque Co(p) est simple et dimF Cs(cp) = dimF C(l), cet homomorphisme est 
un isomorphisme. 
5. DEMONSTRATION DU THbORiME 1.12 
On aura besoin du resultat suivant. 
Thikdne 5.1. ~~zhbo~din-Ka~~enko~6, Theore~3.~~~ Soient cp = (-a, -6, ab, d) 
avec d # 1. On suppose que A := (a, bjF @F (u, v)~ @F (d, s)~ est 2 division. AIors 
le noyau 
Ker(H3F-+N3(F(X, x %9(A)))) 
est f?gaI au groupe 
{e3((p@(1,-x)) (cp@(l,-x) EGP~(F)}+[A].H’F. 
Pour la suite de la demonstration, on garde les mimes notations et hypotheses 
que dans le theoreme. 
Soit K = F(A). La forme PA est anisotrope du fait que A est de degre 8. 
Supposons que (C,-,(q) @F F($), (m)F($,)) soit hyperbolique. D’apres le thee- 
&me 3.1 (Co(p) @F K, ((~0)~) est anisotrope. Ainsi, il existe q une K-forme 
quadratique anisotrope de dimension 8 tefle que {Cs(cp) @F K, (@o)~> = 
(E&d 0 0~1 P our un certain K-espace VectOrid I/. Puisque (Co(p) @F F($), 
(Q)~(~)) est hyperbolique, on a en particulier (EndK( V) @,Y K(G), (u~)~(~,)) 
hyperbolique. Ainsi, qK($) est hyperbolique, et done d*q = 1. Par le theoreme 
de la sous-forme de Cassels-Pfister on a $K + q. Par le corollaire 1.3 
(C~(~~ @IIF K(v), (~~)~~~~~ est hyperbolique et done qKcip) N 0. De nouveau par 
le theoreme de la sous-forme de Cassels-Pfister et puisque d*q = 1, on a que q 
est semblable a ((PA)K. Ainsi, ?JIK 4 ((0~)~. D’apres [ll, theoreme 4] et [3, The- 
orem 9.11 on a pF($) isotrope. D’apres [I l] et [12] on a dim 1c, _< 8 et $ nest ni une 
forme d’Albert ni une forme voisine. 
(i) On suppose dim $1 2 5 ou dim $= 3. Dans ces cas le resultat se deduit de 
[12, theoremes 2 et 31. 
(ii) On suppose dim+ = 4 et d := d*$ # 1. D’apres [12, theorbme 31 il existe 
n E 12F de dimension 8, v E G&(F) 0 W(K($)/F) telles que $ soit semblable 
a une sous-forme de 77 et 
(1) ‘PA 1 ?j -L V E 14F. 
Module un scalaire, on peut supposer que $J = (-a, -b, ab, d). Par 1.1 l’algdbre 
CO(~)~~~~ n’est pas a division, Par la reduction d’indice de Merkur’ev on deduit 
que Co(p) = (a, b)~ @a~ (U, “)F @“F (“> d)F P our certains u, v, Y E F *. Puisque A et 
C(pA) representent la mbme classe dans le groupe de Brauer Br(F) et e3(V) E 
Ker(H”F--+H3K(+)), on deduit par le theorime 5.1 qu’il existe Q, /3 E F * tels 
que $J @ (I, --a) E G&(F) et 
e3($@ (1,-o)) +e3(pA I ,&A) =e3(d. 
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Par l’isomorphisme es, on deduit 
Des equations (1) et (2) on obtient que ‘PA L $2 I rr E Z4F avec $2 = --@I et 
7r = Plil@ (1, -o). 
(iii) On suppose $1 E GPz(F). Puisque F(~)(~)/~(~) est transcendante pure, 
on se ram&e au cas (i) par le theoreme de Springer. 
Maintenant, on montre la suffisance des conditions don&es dans le 
theorlme 1.12. On a C(pA) N Co(p) x CO(P). Par [12, thioremes 2 et 3 ] an de- 
duit que chacune des relations d&rites dans les conditions (I), (2) et (3) du 
theorlme imp~ique que (~~)~~~,~ est isotrope. Par la proposition 1.2 on a que 
(CO((P~) @F F(g), (~g)~(+)) est hyperbolique. Soit e E C((~A) @F F(Q) un idem- 
potent tel que (cO)F(y,j(e) = 1 - e avec era est l’involution standard de C(y1~). On 
a que (ra est de premier espece (meme de type orthogonal [9, Proposition 8.41) et 
se restreint en l’involution standard sur chacune des ~omposantes Ca(cp). En 
ecrivant e = (et ,Q) on a bien et un idempotent de C’O((P)~(~~) qui verifie 
(d,),,,,(e1) = 1 - et avec do est l’involution standard de CO(V). Ainsi, 
(CO(P) @F f’(+,), (dO)Fcdal) est hwrboliwe. 
6. REMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.13 
On garde les mtmes notations et hypotheses que dans la proposition. Puisque 
dim $I > 3, on procede comme dans le debut de la demonstration du theoreme 
1.6 pour montrer que disw = 1 E F’/Fe2. Ainsi, C(A, CT) (li C+ x C_ avec C* 
une F-algebre simple centrale de degrt 8. Puisque (A 8,~ F(4), aqti,) est hy- 
perbolique, on deduit par [9, Proposition 8.311 que l’une des algebres 
C+ @F F(‘$) et c- @F F(‘4) est deployee. On suppose, par exemple, que 
C, gF F(4) est deploy&e. Alors, I’algebre C+ est deploy&e ou indC+ = 2. 
(i> Si C+ est deploy&e, alors d’apres [9, Theorem 42.1 I] (A, a) est complet- 
ement decomposee, ce qui est exclu par hypothbse. 
(ii) Si indC+ = 2, alors C+ est semblable dans Br(F) a une algebre de qua- 
ternions ii division, et done dim $J = 3 ou $ E GPz(F). 
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